Operation Research A Ubungsblatt 1 Harry Kran 6287754 kharry @upb.de
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Aufgabe 1)
1) max
6 x, 8x, 5x, 9x,
2x X, X, 3x, <5
X, 3x, X, 2x, <3

X, Xy, Xy, X,

dquivalentes LP in Gleichungsform

maxz = 0O + 6x + 8x, + 5x +| 9x,
X5 = 5 - 2x - X, - X, - 3x 5/3
Xe = 3 - X - 3x - X3 - 2x 372
X5 Xy, X5, Xy, Xs X >0

zuldssige Basislosung: x,,x,,x;,x,=0, x,=5, x,=3mitz=0

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,

maxz = 27/2 + | 32x |- 112x, + 12x;, - 912x
X, = 32 | 12x |- 32x, - 12x;, - 112x 3
b = 12 | 12x |+ 72x, + 12x; + 3/12x 1

XXy, Xy, Xy, Xs , X >0

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x;

maxz = 15 5x, |+ 2x;, - 3x
X, = 1+ 7x, |+ X, - 2x; o+ 3x oo
X, = 1 -] 5% |- x4+ x5 - 2x 1/5

XXy, Xy, Xy, Xs , X >0

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,

maxz = 16 + X, - X, - 2x; - 2x
X, = 12/5 - | 25xy |- T/5x, - 3/5x; + 1/5x 6
X, = /5 —| 1U5Sxy |- 15x, + 15x5 - 2/5x 1

XXy, Xy, Xy, Xs 5 Xg >0

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,

max z = 17 - 5x - 2x - X5 - 4x,
X = 2+ 2x, - X, - X + X,
X3 = 1 - 5 X, — Xy + Xs — 2 X

X, Xy, X%, X,,X,X =0

Keine weitere Verbesserung mehr moglich, weil die Koeffizienten in der Zielfunktion alle negativ sind.
Die optimale Losung lautet: z =17 mit x,=2, x;=1, x,=x,=x,=x,=0
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2) max

-X -3x, — X,

2x —5x, 2x, <-5

2x, - X, X, <4

Xps Xy s X3 >0

dquivalentes LP in Gleichungsform

maxz = 0 - X, - 3x, - X,
X, = -5 - 2x + 5x, - 2x
Xs = 4 - 2x o+ X, - X,

X, Xy, Xy, Xy, Xs >0

unzuléssige Basislosung: x,,x,,x;=0, x,=-5 x;,=4mitz=0

Hilfsproblem losen

min X,
X, = -5 - 2x + 5x, - 2x5 * X,
X = 4 - 2x + X, - X, + X,

Xor X s Xy, Xy, Xy, X5 20

max w = B Xo
X, = -5 - 2x + 5x, - 2x5 * X,
X = 4 - 2x 4+ X, - X, + X,

Xy, X5 X%y, X%, X,,X 20

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,

X, in die Basis pivotieren, so dass die hochste Unzuldssigkeit behoben wird, in diesem Fall die -5

maxw = -5 - 2x +| 5x, |- 2x5 - X,
X, = 5 + 2x -] 5x, |+ 2x5 ot X,
X = 9 - 4x, |+ X, + X,

Xos Xy s Xy, Xq 5 Xy, Xs >0
zuldssige Basislosung: x,=x,=x;=x,=0, x,=9, x,=5mitz=-5

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,

Optimum des Hilfsproblem bestimmen

max w = - Xo
X, = 1+ 25x, + 2I5x;, + 1/5x, — 1/5x,
X5 = 5 - 85x - 3/5x; + 1/5x, + 4/5x,

Xys X5 Xy, X3, Xy, X 20
Keine weitere Verbesserung mehr moglich, weil alle Koeffizienten der ZF negativ sind.
Optimale Losung des Hilfsproblems lautet: x,=x,=x,=x,=0, x,=1, x;=5mitw =0
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zugehorige Formulierung des Originalproblems ( x,-Spalte entfiillt)

2=—x,—3x, —x; =—X —3(1+§x1 +§x3 +éx4j—x3 =—3—Ex1 —Hx3 —§x4

5 5 5
maxz = -3 - 11/5x, - 11/5x;, - 3/5x,
X, = I+ 25x + 25x, + 1/5x,
X5 = 5 — 85x, - 3/5x;, + 1/5x,

XXy, Xy s Xy, Xs >0
hier sieht man sofort, dass der ZF-Wert nicht mehr verbessert werden kann
— optimale Losung des LP-Problems: x,=x;,=x,=0, x,=1, x;=5mitz =-3

3) max
X, 3x,
- X - X, <-3
- X +X, <-1
-X +2 x, <2
XX, 20

dquivalentes LP in Gleichungsform

maxz = 0 + X, + 3x
X5 = -3 + X, + X,
Xy = -1+ X - X
X = 2+ X, - 2x,

XXy, Xy, Xy, X5 20

unzuléssige Basislosung: x,,x,=0, x;=-3, x,=—1 x;=2mitz=0

Hilfsproblem losen

min X,
X, = -3 X, + X, + X,
X, = -1 X, - X, + X,
X = 2 X, - 2x, X,

max w = - X,
Xy = -3 X, + X, + X,
X, = -1+ X, - X, + X,
X = 2+ X, - 2x, t X,

Xos Xy s Xy, Xy, Xy s Xs >0

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,

X, in die Basis pivotieren, so dass die hichste Unzulissigkeit behoben wird, in diesem Fall die -3
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max w = -3 + X, + X, - X,

X, = 3 - X, - X, + Xy

X, = 2 - 2x + X,

X5 = 5 - 3x, *+ X,

Xos Xy s Xy s Xy Xy 5 Xs >0
zuldssige Basislosung: x,=x,=x,=0, x,=2, x;=35, x,=3mitz=-3

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,

Optimum des Hilfsproblem bestimmen

max w = - X,
X, = 3 - X, + X5 - X,
X, = 2 - 2x, + X,

X5 = 5 - 3x, + X,

XosXps Xy s Xy, Xy, X5 20
Keine weitere Verbesserung mehr moglich, weil alle Koeffizienten der ZF negativ sind.
Optimale Losung des Hilfsproblems lautet: x,=x,=x,=0, x,=3, x,=2, x;=5mitw =0

zugehorige Formulierung des Originalproblems ( x,-Spalte entfiillt)

z=x+3x,=(3—x,+x,)+3x, =3+2x, +x,

max z = 3+ 2x, |+ X,
X B 3 X N X Hier kann man prinzipiell schon sehen, dass das
! _ 5 2 & Problem unbeschrinkt ist. Dies ist an der NBV x;
X = - X X ) - .. .
4 2 2 + 3 bereits abzulesen, weil hier alle Koeffizienten in den
Xs = 5 - 3x |+ X3 Restriktionen fiir x, positiv ist.
X5 Xy, X5, Xy, Xs >0
maxz = 5 4| 2x |- X,
X, = 2+ 12x |+ 12x
X, = 1+ 12x |- 12x,
b = 2 - | 12x |+ 32x,
Xpo Xy Xy Xy X 20
maxz = 13 +| S5x, |- 4x
X, = +| 2x, |- X;
X, = 3 + X, - X5
X, = +| 3x, |- 2x

X5 Xy, X5, Xy, Xs >0
Das Problem ist unbeschrinkt, denn x, kann beliebig grof8 werden, ohne dass eine gegebene Restriktion
ihre Zuldssigkeit verliert.
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4) max
—X, +X,
- X + X, <5
X, -2x,
0<x <6
0<x,<8
dquivalentes LP in Gleichungsform
max z = 0 - X, + X,
X3 = 5 + Xy - Xy
X, = 9 - X, +| 2x
0<x <6
0<x,<8

xX,x, =20
zuldssige Basislosung: x,,x,=0, x;=5, x,=9mitz=0
x,=0+t x,<8 <8
x=5-t x,20 <5 min!!!
x,=9+2t x,20 <o

maxz = - X,
X, = X, - X,
X, = 19 X, - 2x

0<x <6
0<x,<8

X,x, 20
Keine weitere Verbesserung mehr moglich, weil alle Koeffizienten der ZF negativ sind.
Optimale Losung des LP-Problems lautet: x,=x,=0, x,=5, x,=19mitz=35

Aufgabe 2)
Gegeben ist die externe Modellreprdsentation (EMR) mit
6x, - x
I < - x + X, < 5 o -
2 < - 3x o+ 2x < 10 Maximiere  cx .
R . ¥, < 0 u. d. N. {JS~Ax~SU
5 < [<x<u
- < X,
0 < X, < 6
-1 1 5
~ ~ (6 ~ [ x ~ (2 ~ (oo
A=|-3 2 c= x= [ = u= L=| 2 U=|10
-1 X, 0 6
2 -1 -2 0
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Standardisierte Umwandlung in Gleichungsform

6 2 o ¥
11 100 N . 0 L6 %,
A=[A1I]=[-3 2 0 10 ,czmz 0 ,lz[ ZU}: -5 ,uz{ullz 1|, x=| 1,
2 -1 0 0 1 0 -10 -2 X,
0| 0 | 2] |x]
b=0
Interne Modellreprisentation (IMR)
X
x2
Maximiere [EIO]{XS} (6 -1 0 0 0)]x
x, .
Xs
X
-1 1 1 0 0)x
. ¢ [Zu]{xﬂ:o 3 2 01 0| x|=b
T 2 100 1)|x,
Xs
-2 X, oo

1
5 -
| I |
IN
1
==
S
| |
IN
|
~ AN
| I
o
IN
IN
L oo

Problem in Gleichungsform
maxz = 6x, - X, NBYV werden an ihre Schranken gesetzt, bei zweiseitig beschriankten
Variablen wird diejenige gewihlt, die den besseren ZF-Wert fiir das

x, = X - X

’ 3 ! 5 g Originalproblem (Max) liefert, also x, =—2 (hier nur eine Schranke) und
x, = X, — X

¢ ! 2 x, =0 (hier liefert die untere Schranke wegen ,.— den besseren ZF-Wert)
xs =-2x t x

Zuldissigkeit der Schlupfbasis iiberpriifen

x,=-2-0=-2 -5<x,<-1 zuldissig
x, =3*-2-2*%0=-6 -10<x,<-2 zuldissig
X, =—2%-2+0=4 0<x;<2 unzuldissig
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Hilfsproblem formulieren (wegen einer Unzuldssigkeit in der Schlupfbasis)

min Z YWireiXnsi Wenn am Ende der Phase 1 alle x,,, =0
dann gibt es eine giiltige Losung fiir
u.d.N. Zalx +x,. =b (i=1,2,..,m) ’ o .
I das Originalproblem, sonst nicht.

[.<x; <u, (j=12,..,n+m)
min z7 = WXy + WiX, + WX Hier werden kiinstliche

0 =— % + % 4+ x + «x Variable eingefiihrt.

B ! 2 3 6 (minimiere die Summe

0 =-3x + 2x + 4N+ X der Unzuléssigkeiten)

0 = 2x - x + X+ X
NBYV werden an ihre Schranken gesetzt min 2 A max 2
x=-2,x,=0, x;,=-5, x,=-10, x, =0

Fiir die Werte der Basisvariablen gilt:
fallsx . 20:w =1, [ =0, u,  =o

_b a.x '_, ., m und n+i n+i
2 v ) falls x,, <0:w,  =-11, =—co, u =0
x6=O—(—xl+x2+x3):0—(—3):3 = w, =1, 16:0, U, = oo
x, =0—(-3x+2x,+x,)=0-(-4)=4 =w,=1,1=0,u,=00
X =0—(2x,—x,+x,)=0—(-4)=4 S>w,=11,=0, u, =0
max z = - X - X - X
0 =- x5 + X + X + X
0 =-3x + 2x + X, + X
0 = 2x - x + X o+ X
Hilfsproblem IMR
O )Cl —2 oo
0 X, 0 6
0 X, -5 -1
-1 1. 100100 0
0 x, -10 -2
c= , X= 1= s U= ,A=|-3 2 01 0 0 1 0},b6=|0
0 X5 0 2
2 -1 001001 0
-1 X 0 oo
-1 X, 0 oo
-1 X 0 oo

Iteration 1
x=-2,x,=0, x;,=-5, x, =-10, x, =0, x, =3, x, =4, x, =4
B:{6,7,8} N:{ 172937495}
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Pricing
1 00
(v » »)|0 1 0=(-1 -1 =1) —(y » »)=(1 -1 -1
0 0 1
-1 1 1 0 0
Z'N:CN—yAN:(O 0O 0 0 0)—(—1 -1 —l) -3 2 010 =(—2 2 11 1)
2 -1 0 0 1

Menge der Variablen, die als Pivotspalte in Frage kommen
H={jlje N,(x;=1,ac;>0)v(x,=u, rc; <0)} ={2,3,4,5}

wihlen g =2, weil x, den groten Koeffizienten der Zielfunktion (Max) hat

da x, =1, ~> 120

,,kleinstes t“-Suche
t<u,—-l, — 1<6-0=6

1 00 1 1
0ld=| 2 - d=| 2
0 0 1 -1 -1

F={itie {L..mh () > =0 nd, >0)v (u,, <eond, <0)} ={1,2}

X, —1.. Xon —U,,.
t=min< min, o {M},min, {M},u -1 :{§,£,6}=2
ie d ieF d q q 1 2

d;>0 ! d;<0 !

r=i=2, p:B(r)zB(2):7

Basislosung-Update
Xy < X, —td xs(1)=1x,(1)=0, x,(t)=6 x, (1)=x, +1 x,(t)=2

Basisupdate
B« (6,2,8) N (1,7,3,4,5)

Iteration 2
x=-2,x,=2,x,=-5,x,=-10, x, =0, x, =1, x, =0, x, =6

B:{6,2,8} N:{177,374’5}

Pricing
1 1 0

-y %0 2 0f=(=1 0 -1) — (n » y)=(-1 0 -1
0 -1 1
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-1 01 0 O

ev=(0 =1 0 0 0)=(-1 0 =1)|]=3 1 0 1 O|=(1 -1 1 0 1)
2 0 0 0 1

Menge der Variablen, die als Pivotspalte in Frage kommen
H ={jlje N,(xj =1, AC; >O)v(xj =u, AC; <O)} ={1,3,5}

wihlen g =1, weil x, den groten Koeffizienten der Zielfunktion hat

da x;, =1 ~> 120

,kleinstes t“-Suche
fSMq—lq —> [SOO—(—2):00

1 1 0 -1 1/2
2 0|d=|-3| = d=|-3/2
-1 1 2 1/2

F={itie {lm} (L) > =0 nd, >0)v (u,, <oond, <0)} ={1,3}

. . Xp(i) _lB(i) . (i) ~ Up(i) 1 6
t = min mlnieF* {T ,mlIliEF+ T ,I/tq—lq = 1/—2,1/—2,00 =2

d;>0 ! d;<0 !

r=i=1, p:B(r):B(l):6

Basislosung-Update
Xy < X, —td xs(1)=0, x, (1) =5, x,(t) =5 x, (1)=x, +1 x(t)=0

Basisupdate
B «(1,2,8) N «(6,7,3,4,5)

Iteration 3
x,=0, x,=5, x,=-5, x, =-10, x, =0, x, =0, x, =0, x, =5
B={1,2,8} ~ N={6,7,3.4,5}

Pricing
-1 1 0
(3 » w3 2 0[=(0 0 -1) —(y » x»)=(1 -1 -1
2 -1 1
10100
ex=(-1 =1 0 0 0)=(1 =1 -1)j0 1 0 1 0|=(-2 0 -1 1 1)
00001
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Menge der Variablen, die als Pivotspalte in Frage kommen
H :{j| JE N,(Xj =1, N >0)V(xj =u, AC; <O)} ={4,5}

wihlen g =4, weil x, den groten Koeffizienten der Zielfunktion hat

da x, =1, ~>1t>0

,,kleinstes t“-Suche

t<u,~l,  — t<(-2)-(-10)=8
-1 1 0 0 -1
-3 2 0|d=|1] — d=|-1
2 -1 1 0 1

Fr={itie {L.m} () > =0 nd, > 0)v (u,, <o nd, <0)} ={2,3}

Xy —1 Xoon — Uy _
¢~ min {min {M}m {M} =22
ie d ieF d,’ q q _1 1

d;>0 !

r=i=2, p:B(r):B(2):2

Basislosung-Update

Xy < X, —td x (1)=1 x,(r)=6, x,(1)=4 x, (1)=x, +1
Basisupdate
B« (1,48)  N«(6,7.3,2,5)

Iteration 4
x=1,x=6 x=-5 x,=-9, x=0,x,=0,x,=0, x, =4

B={14,8} N={6,7,3,2,5}
Pricing
-1 00
(v ¥ »)=310=0 0 -1) —(y » y)=(2 0 -1
2 0 1
101 1 0
ev=(-1 =1 0 0 0)=(=2 0 -1)[0 1 0 2 O|=(1 -1 2 1 1)
000 -1 1

Menge der Variablen, die als Pivotspalte in Frage kommen
H ={jl je N,(xj =1 AC; >O)v(xj =u, AC; <0)} ={1,3,5}

wihlen g =3, weil x, den grofiten Koeffizienten der Zielfunktion hat
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da x; =1, ~> 120

,,kleinstes t“-Suche
t<u, -l — 1<(-1)—-(-5)=4

-1 00 1 -1
-3 1 0|d=|0| = d=|-3
2 01 0 2

F*={itie{1,..m}, (1, > —ond, > 0)v () <oond, <0)} ={2,3}

Xy — L Xy — Uy _
t =min min,F+ U U} ,min, U O} u —1 r= —7,i,4}=2
i€ d,’ ieF d,’ q q _3 2
d;>0 d;<0
r=i=3, p=B(r)=B(3)=8
Basislosung-Update
Xy X, —td x (1)=3, x,(r)=-3, % (1)=0 x, (1)=x, +1 x, (1)=-3

Basisupdate
B «(1,4,3) N «(6,7,8,2,5)

Iteration 5
x=3,x=6 x,=-3,x,=-3, x,=0, x, =0, x, =0, x, =0

B={1,4,3} N={6,7,8,2,5}

Pricing
-1 0 1
(% » »)|3 101=(000) —(» y» x»)=(0 00
2 00
1 00 1 O
ev=(-1 =1 =1 0 0)=(0 0 0)J0 1 0 2 0|=(-1 -1 =1 0 0)
0O 01 -1 1

Menge der Variablen, die als Pivotspalte in Frage kommen

H:{jlje N,(xj :leZ,- >O)v(xj :uj/\E,- <O)}:®

Das Optimum des Hilfsproblems ist eine zulédssige Basislosung fiir das Originalproblem
x=3,x=6 x,=-3, x,=-3, x,=0

B={14,3} N={2,5}

Pricing
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-1 0 1

(yl Y )’3) -3 10 :(6 0 O) _’(yl Y y3)=(0 0 3)
2 00

1
cv=(-1 0)=(0 0 3)| 2

Menge der Variablen, die als Pivotspalte in Frage kommen
H ={jlje N,(xj =leEj >0)v(xj =uj/\zj <0)} =0

Da H =0 ist x die optimale Basislosung mit
x=3x=6 x=-3x=-3 x=0 und  z=3%6+6%(-1)=12

Der optimale Zielfunktionswert ergibt sich aus x, =3 und x, =6 mit z=12

Aufgabe 3)
1)

Wenn wir eine degenerierte Basisvariable haben bedeutet dies, dass alle Basisvariablen als
ausscheidende Variablen in Frage kommen.
Max:cx, +c,x,...+¢ x,

X

w1 =D —ayx —apx,..—ay,x

n

Xyy =by =y X, — X,y — Ay, X

n

x,,=b —a x-a,x,..—a, x

n mn--n

Nehmen wir nun an, dass x,,, die verlassende degenerierte Variable ist. Dann bedeutet das fiir das

Dictionary:
= bl = —b2 = = —b"
—a; T4y —a,,

Die Schrittweite ist also gleich.
In dem Dictionary nach einer Simplexiteration ergibt sich also fiir die neuen b, Werte der verbliebenen
Basisvariablen

bineu = bi - tall
. b,
mit r = ——
—a;
b.
- — Lk
biw =Y a;
—a;
b.
— L %k
bl —Yi azl
—a;
b. =0

Seite 12 von 14 WS 2007 / 2008



Operation Research A Ubungsblatt 1 Harry Kran 6287754 kharry @upb.de
Prof. Dr. Leena Suhl Lineare Programmierung Christian Kipp 6327410 chrisk @upb.de

Die Variable die nun in der ndchsten Simplexiteration in die Basis eintritt, kann dadurch, dass die
Basislosungen nun alle 0 sind und fiir x;, > 0gilt, auch nur eine Schrittweite von ¢ = 0erreichen. Mit

einer Schrittweite von 0 ist aber keine Zielwertverbesserung moglich.
=» Aussage 1 ist richtig

2)
Das Problem allgemeiner Form

n
max chxj
j=1
n
ud.N Zaii <D,
j=1

ijO

wird als zuldssige Basislosung notiert

Iteration 1)
max:z=cx, +c,x, +..+¢,x,

—— — - — &
KXoy = Ay X —dpXy == 4 X,
Xppa = 70y Xy —lApXy == 0y, X,
‘xn+m = _amlxl - am2x2 T amn‘xn

Annahme: x, soll in die Basis eintreten x ,, soll die Basis verlassen

Nebenrechnung:
*nach x, auflosen
a,x a,x, X
— — 12772 1n""n n+l
X, =—a, X —a,X,—..—a,X, & X =———=— 1ttt
all all all

Iteration 2)
(neue Zielfunktion)

ca ca c
2, +.+ (e, ——2)x, — (—D)x,

11 all 11

max z=(c, —

x,,, hat in der Iteration die Basis verlassen. Um zu iiberpriifen ob sie wieder eintreten kann, reicht uns

die Zielfunktion ohne die Nebenbedingungen, da nur der Koeffizient und x, ,, von Bedeutung ist:

G
—(—)x.
1

Damit x,,, nun wieder in die Basis eintreten kann muss der Koeffizient davor positiv sein.
Damit der Koeffizient positiv wird, muss der Ausdruck in der Klammer negativ werden, also der Bruch.
¢, ist positiv da x, sonst nicht als verlassende Variable in Iteration 1 gewihlt worden wire.

Im Folgenden sind also noch 2 Fille zu unterscheiden
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Fall 1: a, <0=—(—)>0 Fall 2:a,, >0=—-(—)<0
a,, ay,

Hier wird x,,, nicht erneut in die Basis Hier wird x,,, nicht erneut in die Basis

eintreten, da ja x,,, an seiner oberen eintreten, da x,,, an seiner unteren Schranke

Schranke ist und der Koeffizient positiv ist. ist aber der Koeffizient negativ. Somit ist

Somit ist hier keine Verbesserung des keine Verbesserung des Zielwertes moglich.

Zielwertes moglich.

=>» Aussage 2 ist richtig

3)

Eine Variable, die in Iteration 1 in die Basis eintritt, kann die Basis in Iteration i+1 wohl wieder
verlassen. Beweis durch Gegenbeispiel

maxz O + 8x  +| 2x, | Hinweis: hier haben wir nicht den groBten Koeffizienten aus der
ZF genommen.

X3 4 - X - X

X, I - x - X,

zuldssige Basislosung: x,=x,=0, x;=4, x,= 1 mitz=0

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,

maxz 2 +| 6x, |- 2x,
X, 1 - X - X,
X, 3 | 2x |- X,

zuldssige Basislosung: x,=x,=0, x,=1, x;=3mitz=2

Pivotspalte: x, / Pivotzeile: x,
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